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Introduccion



Antecedentes

El estudio de los operadores pseudo-diferenciales constituye una de las piedras angulares
del andlisis moderno, con aplicaciones profundas en la teoria de ecuaciones diferenciales
parciales, el anélisis armoénico y la teoria espectral. Estos operadores generalizan tanto a los
operadores diferenciales como a los multiplicadores de Fourier, permitiendo un tratamiento
unificado de problemas que involucran no solo la regularidad de soluciones, sino también
la acotacién en diversos espacios funcionales. En el caso Euclidiano, la teoria estad bien
establecida gracias a los trabajos fundacionales de Alberto Calderén, Antoni Zygmund,
Lars Hormander y Charles Fefferman, pero sustancialmente desarrollada en trabajos de
John Kohn, Louis Nirenberg, entre otros.



Operadores pseudo-diferenciales Euclidianos

Para 0 < §,p < 1, se dice que a : R™ x R® — C pertenece a la clase de simbolos de
Hérmander S (R™ x R™) si

0708 a(x,€)] < (€)ool

Su operador pseudo-diferencial correspondiente se define como

o~

Tuf(a)i= [ e eala ) f(©) de,

n

donde f es la transformada de Fourier de f. Se dice T}, € (R x R™).

Los operadores y simbolos tienen una relacién bitinivoca dada por

a(wjg) — efZﬂiz-ﬁT(GQﬂixf)



Resultado de continuidad de Fefferman

Teorema (Fefferman)

Sean0<d<1-e<1, yseaT € V7" _;(R" xR"). Suponga que

1 1

entonces el operador T' extiende a un operador continuo de LP(R™) en si mismo para
1 <p<oo.

Aqui, se extiende este resultado al caso toroidal. Ademas, se estudia continuidad en espacios
de Hardy, y espacios de Lebesgue pesados.



Operadores pseudo-diferenciales en el
toro



Simbolos toroidales

Seam € R, sean 0 < §,p < 1. Entonces, la clase de simbolos toroidales S;”(;(']I‘” X Z)
consiste de las funciones a := a(z,§) : T" x Z™ — C que son suaves en x para todo &, y
que satisfacen las desigualdades simbélicas

AT a(x,€)| Sap ()™ AV,

para cualesquiera multi-indices o, 3 € Nf. Ademas, (&) := /142 y Agp(§) =
©(&+ej) — (&) es el operador de diferencia discreta.



Operadores pseudo-diferenciales toroidales

Para a € S;”(;(T” X Z'), se denota Ty, a su operador pseudo-diferencial toroidal correspon-
diente, que se define como

o~

Tof(z):= ) €™ *a(,€)f(€),
¢

ez

donde se utiliza la transformada de Fourier toroidal

o~

& = [ e aa

Ademis, se dice que T, € W](T" x Z").



Equivalencia de simbolos

Teorema (Ruzhansky, Turunen)

Sea0<d<1yseal<p<1. Elsimboloae S's(T" x Z") es un simbolo toroidal si y
solo si existe un simbolo euclideano a € S7s(T" >< ]R") tal que a = a|pnxzn. Ademas,
esta extension es tnica modulo S~ (T" >< R”)

Los operadores pseudo-difenciales que corresponden a estos simbolos son equivalentes, asi
como sus kernels de Schwartz

Z 6127ra: y) é)

cezn

Bo,y) = [ e, 6) de.



Algunos espacios de interés en analisis
armonico



Espacios de Lebesgue (pesados)

Sea w : T" — R>( una funcién localmente integrable no-negativa. Entonces, esta define
una medida

w(E) :/Ew(:z:) dz.

Para 1 < p < o0, se define el espacio de Lebesgue pesado LP(T™;w), como el conjunto
de funciones medibles f : T — C que satisfacen

flarcer = ([ 1#@pdu) " <o

Se dice que f € L*°(T™;w), si es acotada excepto en un conjunto de w-medida cero.
Cuando no se explicita w, se supone que es la medida de Lebesgue usual.



Espacios de Hardy

Sea 0 < p < 1. Se le llama (p, q)-dtomo a una funcién a : T" — C, soportada en una bola
B, que cumple que,

lallza < |B|YeVP, /xﬂa@)dx:@

con 0 < [5] <n(1/p—1). Ademas, se dice que f € HP(T") si satisface

1/p
HfHHp := inf (Z|)\]|p) : f:Z)\jCLj < o0,
J J

donde {a;} son sucesiones de (p, g)-4tomos, ver Alvarez y Milman [2]



Espacio BMO

Para f € L}OC(T”), se define el operador p-maximal sharp de Fefferman-Stein como
M 1(z) L1t ol ay)
wr:sup(/ y) — y> :
P Qo Q] Jo N

donde fq es el valor promedio de f sobre el cubo ). Cuando p = 1, se suele denotar 7.
Se dice que f pertenece al espacio de funciones de oscilacién media acotada BMO(T™) si
se tiene que f# € L>°(T™). En ese caso se define la norma

I fllBMo = |7 Lo

En realidad, se toma el cociente respecto a funciones constantes para que la definicién de
norma sea adecuada, ver Fefferman y Stein [2].



Operador maximal de Hardy-Littlewood

Para f € L},.(T"), se define el operador p-maximal de Hardy-Littlewood como

1 1/p
My (r) = sup (@‘ /Q If(y)l”dy>

Cuando p no se explicita, se supone que es igual a uno.



Resultados de continuidad



Estimaciones de kernel

SeaT € \1125(?1“” X Z™),con0<p<1,0<0d<1,consimbolo p:=p(x,§) y con nicleo
k:=k(x,y). Sea A := max{(d — p)/2,0}.
1. Para cualquier z € T™ fijo, y 0 > € > 0, se tienen las desigualdades para el kernel:

sup / |k(x,y) — k(z,2)|dzx < Cg,
|lx—z|>20

ly—z|<o
sup / |k(y,x) — k(z,2)|dx < Ce.
ly—z|<o J|x—2|>20
2. Sim < —n[(1—-p)/2+ )],y o <1, se tiene para cualquier z € T" fijo,
sup / |k(z,y) — k(x, 2)|dx < C.
|y—z|§g’ |{L‘*Z|>20‘p
3. Sim < —n(1—-p)/2,yo <1, se tiene para cualquier z € T" fijo,
sup / |k(y,z) — k(z,z)|dx < C.
|x—z|>20P

ly—z|<o



Espacios de Lebesgue

Teorema (con Cardona, 2025-1, J. Math. Anal. Appl.)

SeaT € Us(T" x Z"), con 0 < p <1, con 0 < <1, conm < —n[(1—p)/2+ ]|,
entonces I' y su adjunto T son aplicaciones continuas

1. del espacio de Hardy H'(T™) en L'(T"),

2. de L*°(T™) en BMO(T™).
Se puede utilizar el argumento de interpolaciéon compleja de Fefferman y Stein, junto con la

continuidad L?(T™) cuando m < —nJ), para extender este resultado a los espacios LP(T"),
con 1 < p < oo, para simbolos de orden

1 1
<-n|(1-p)|= -+
= n{( p)‘p 2‘+}’

con A = max{(d — p)/2,0}.



Descomposicion diadica

En el analisis posterior, se define la siguiente descomposicién 'diadica’ en los anillos

Aj(z,0)={zeT": o <|lv—z <2}, j=1,2,3, ..



Estimaciones de kernel

SeaT € \If’p’f(;(?l’” XZ"),0<p<1,0<d<1con kernel k := k(x,y). Entonces,
1. Sic>e>0,yj=1,2,3,..., entonces existe C., que no depende de o, j, o z, tal

que
sup / |k(y, ) — k(z,z)|dz < C.277,

ly—zl<o JA;(z,0
sup / |k(z,y) — k(z, 2)|de < C.277,

ly—z|<o /A;(z,0)

2.Sim<-n[(l1-p)/24+)N,0<y<1l,0<1l,yj=12,3,..,

sup / k(z,y) — k(z, 2)| doe < C279/Pg' =0/,

‘y*2|<0' Aj(z,a"Y

3.Sim<-n(1-p)/2,0<y<1l,0<1l,yj=1223,..

sup / |k(y,z) — k(z,z)|dx < C2-i/Pgl=/p.
Aj(zyg’Y)

ly—z|<o



Desde espacios de Hardy en espacios de Lebesgue

Teorema (con Cardona, 2025-11)
SeaT € \IIZ?(S(T” xZ"),0<p<1,0<d<1. Suponga que

m < —f3 —nX\ paraalgin (1—p)

n
5
Entonces, el operador T' es una aplicacion continua de HP(T™) en LP(T") para
1> p > po cuando p < 1, donde
11 B(1/p+n/2)

po 2 n(l/p—1+p)

yparal>p>py=n/(n+1) cuando p = 1.



En espacios de Hardy

Teorema (con Cardona, 2025-11)
SeaT e \If;’f(;(’ll‘" xZ"),0<p<1,0<d<1. suponga que

m < —f —n\ para algin (1—p)

y que T*(1) = 0 en el sentido de BMO. Entonces el operador T' es una aplicacion
continua de HP(T™) en si mismo para pp < p < 1 donde

11 B(/p+n/2)

po 2 n(l/p—1+p)



Pesos de Muckenhoupt

Para una funcién localmente integrable no-negativa w : T" — R, se dice que pertenece
a la clase de pesos de Muckenhoupt Ap, si

Mw(x) < w(z), casiparatodo z, p=1;

sup (\Q| / w(zx) d:c) (@/@w(m)l/(pl) da;)p_l <oo, l<p<oo.

Particularmente, se tiene que el operador maximal de Hardy-Littlewood es continuo en
L9(w) para w € A, con p <q.



Espacios de Lebesgue pesados

Teorema (con Cardona, 2025-111)

Seal<r <2 yseal<p<1. Supongaquem < -—n(l—p)/ryoceSy(T"xZ").
Entonces se tiene que

M (To f)(w) S M, f()
para f € C>®(T"), y M} el operador maximal sharp.

Esto implica que para 0 < d < p <1, conr <p<oo,ym< —n(l—p)/r, setiene que

sio € S)(T" X Z"), y w € Ay, entonces

I To fll o (wy S IMEFTo D)oy S IMefllro) S 11 2o )

para cualquier f € C°°(T").
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